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Resumen

Situados en la investigacion cuyo interés es la creacion de estrategias que favorezcan formas de pensamiento
propias del conocimiento estocastico, este articulo expone la primera fase de una investigacion de disefio en el
marco del campo disciplinar, resaltando la problematica particular de la inferencia bayesiana. La propuesta esta
fundamentada, principalmente, en un modelo epistemoldgico basado en practicas, desde la socioepistemologia,
y guiada metodologicamente por la construccion de Trayectorias de Aprendizaje. Como resultado, se propone
una trayectoria de desarrollo de practicas para explorar la actividad estocastica de estudiantes de bachillerato
sobre la inferencia binomial bayesiana. A manera de reflexion, planteamos que las tareas del disefio fomentan
formas de razonamiento que subyacen a la vision bayesiana de la inferencia y se alinean con elementos de
alfabetizacion estadistica y probabilistica para formar ciudadanos criticos. Una futura fase de implementacion
nos permitira validar el disefio, mas aun, robustecer el modelo epistemolégico de partida.

Palabras clave: disefio didactico; inferencia bayesiana; socioepistemologia; teorema de bayes;
trayectoria de desarrollo de practicas

Abstract

In the context of the research whose interest is the creation of didactic strategies that favor stochastic ways of
thinking, this article presents the first phase of a design research within the framework of the disciplinary field,
highlighting the specific problem of Bayesian inference. The proposal is mainly based on an epistemological
model based on practices, from socioepistemology, and methodologically guided by the construction of
Learning Trajectories. As a result, a trajectory of practice development is proposed to explore the stochastic
activity of high school students on Bayesian binomial inference. As a reflection, we posit that the design tasks
foster forms of reasoning that underlie the Bayesian view of inference and align with elements of statistical and
probabilistic literacy to form critical citizens. A future implementation phase will allow us to validate the design
and, furthermore, to propose a more robust epistemological model.

Keywords: didactic design; bayesian inference; socioepistemology; bayes theorem; practices
development trajectory
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INTRODUCCION

Diversos estudios constatan que el razonamiento de las personas ante situaciones de
incertidumbre es inconsistente, tanto en la infancia como en la adultez, es decir, sin importar
su desarrollo cognitivo es posible identificar fragilidad en sus argumentaciones ante la toma
de decisiones. Por ejemplo, se han detectado numerosos sesgos y obstaculos, concepciones
intuitivas y el uso de esquemas heuristicos (Azcérate y Cardefioso, 2011; Hernandez-Solis,
2023; Kaplar et al., 2021). A su vez, el uso adecuado de la informacién estadistica es hoy un
factor esencial que garantiza el buen funcionamiento de cada ciudadano en la sociedad. Por
este motivo, la necesidad de promover la educacion estadistica entre la poblacion y la
investigacion en el sistema educativo.

En cuanto al escenario escolar, si bien ha habido un avance notorio a nivel
internacional en la integracion de la estadistica y la probabilidad —estocastico— en el
curriculo, este no ha sido homogéneo en todos los paises; ejemplo de ello es lo que resportan
los estudios de Burrill (2023) y Vésquez y Cabrera (2022) que muestran el estado de la
educacion estocastica en diferentes paises del mundo. Estos resultados son un indicador del
esfuerzo de una comunidad por integrar esta area como un componente basico de la
formacion general de todo ciudadano; sin embargo, aun la forma de ensefianza de algunas
nociones estocasticas sigue siendo limitada, por una parte, a su escasa investigacion y, por
otra, a la falta de estudios sobre el conocimiento del profesorado sobre estos conceptos y la
presencia de sesgos en su ensefianza (Batanero y Alvarez-Arroyo, 2024; Cardefioso et al.,
2017; Rodriguez-Alveal et al., 2018).

Ante este panorama y la necesidad de que las personas estén capacitadas para leer,
analizar y comprender informacion de manera critica, han surgido iniciativas desde la
investigacion y la reflexion en la ensefianza de estocastico.

Uno de los llamados, durante las ultimas dos décadas, ha sido a que la ensefianza de
estocastico se centre mas en la alfabetizacion, el razonamiento y el pensamiento estadistico
vy probabilistico (Gal, 2002, 2005; Batanero et al., 2016; Borovcnik, 2016; Chance, 2002;
Garfield y Ben-Zvi, 2008; Wild y Pfannkuch, 1999), en vista de que el enfoque tradicional
estd centrado en procedimientos y calculos, y esto no lleva a que el estudiantado desarrolle
su pensamiento (Makar y Ben-Zvi, 2011).

Otro llamado ha sido enfocarse en promover las ideas fundamentales y sus
interrelaciones en el entorno escolar (Garfield y Ben-Zvi, 2008; Heitele, 1975; Watson,
2006), ya que la ensenanza de las nociones se considera fragmentada y no como una red de
nociones. Incluso se recomienda impulsar estas ideas desde edades tempranas para avanzar
en su desarrollo hacia lo formal (Batanero y Borovenik, 2016).

La tercera iniciativa involucra los estandares GAISE (sigla en inglés de Lineamientos
para la Evaluacion y Ensefianza en Educacion Estadistica), que proporcionan un marco desde
la educacidn estocéstica para ayudar al estudiantado a alcanzar conocimientos estocasticos
tanto para su vida personal como profesional (Bargagliotti et al., 2020; Franklin et al., 2005;
Metz, 2010).
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Cada una de estas propuestas comparte el interés de promover una transformacion en
el enfoque de ensefianza de estocastico y de este modo generar alternativas de ensefianza que
establezcan conexiones entre la escuela y la sociedad; que permitan potenciar el papel activo
del ciudadano en la toma de decisiones en diversos ambitos; que los ciudadanos sean capaces
de comprender y usar la informacién y, sobre todo, tener una actitud critica ante la
inmensidad de datos que brindan los medios de comunicacion en una sociedad de la
informacion y del conocimiento.

En este contexto, comunicamos en el presente articulo la fase de planeacion y disefio
de una investigacion (de disefio), ubicandola en el campo de la educacion estadistica, en
particular, en la direccion de las investigaciones que se han ocupado de generar propuestas
de ensefianza en las que se introducen formas mas accesibles de inferencia estadistica y se
desarrollan elementos precursores. En nuestro caso, seguiremos la linea de la inferencia
bayesiana.

Un acercamiento a la investigacion sobre estadistica bayesiana

Situados en las ideas fundamentales de estadistica o estocastico, distintos autores han
realizado propuestas al respecto de cudles son las nociones esenciales por promover en la
escuela (Batanero y Borovcenik, 2016; Burrill y Biehler, 2011; Garfield y Ben-Zvi, 2008;
Heitele, 1975; Watson, 2006). Una nocién invariante en estos marcos es el concepto de
inferencia, que tiene dos perspectivas, la clasica y la bayesiana, siendo esta ultima la de
interés en el presente escrito. El enfoque bayesiano se diferencia del clasico en la forma en
que asume y aborda la probabilidad, de ahi que importe mirar los resultados de investigacion
en esta perspectiva, teniendo en cuenta la probabilidad subjetiva o bayesiana.

En cuanto a la literatura sobre este contenido, si bien esta es diversa en sus objetos de
estudio podemos organizarla en tres direcciones principales. Dos refieren a aspectos
cognitivos y didacticos relacionadas directamente con la probabilidad bayesiana y una tercera
se sitla en aspectos didacticos-epistemologicos vinculados con la inferencia bayesiana a
través del uso del teorema de Bayes.

La primera direccion refiere a la identificacion de sesgos, heuristicos y
misconceptions. Esta linea se ha encaminado en caracterizar los procesos mentales de los
sujetos ante situaciones de incertidumbre y en reconocer mecanismos normativos en estas
formas de razonamiento; producto de esto son las denominadas falacia de la tasa base
(Tversky y Kahneman, 1974; Budgett y Pfannkuch, 2019), falacia de la condicional
transpuesta (Falk, 1989; Ledn, 2008) y la falacia del eje del tiempo (Falk, 1986; Ogal, 2018)
como sesgos que ocurren al enfrentarse a situaciones bayesianas. No obstante, un problema
con este tipo de investigacion es que se ha limitado a utilizar una clase de problemas y
focalizado en el resultado de la resolucion para evaluar el desempefio de las personas en un
tipo particular de estimacion de probabilidad a posteriori (Mandel, 2014).

La segunda ruta de investigacion se orienta a los procesos de instruccion. Se trata de
estudios que amplian las consideraciones cognitivas y consideran la complejidad del
escenario didéctico, por ejemplo, la relacion del teorema con otras nociones probabilisticas
que resultan en si mismas complejas. En esta ruta, se encuentran los estudios interesados en
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reconocer errores del estudiantado (Huerta y Arnau, 2017) o las estrategias que emergen y
su naturaleza en la resolucion de problemas bayesianos (Eichler et al., 2020); también se han
identificado trabajos sobre andlisis de contenido de la probabilidad subjetiva y las
caracteristicas de las tareas en libros de texto, como recursos que apoyan los procesos de
ensefianza (Carranza, 2014). De este tipo de investigacion destaca un mayor desarrollo de
estudios sobre la perspectiva frecuencial de la inferencia frente a la bayesiana; y de esta
ultima, un enfoque de ensefianza mecanicista y la naturaleza aritmética, mas que
probabilistica, de las tareas.

El tercer camino se situa entre la historia y la epistemologia y la implementacion de
innovaciones diddcticas. Por una parte, las investigaciones cuyo eje es reconocer elementos
epistémicos propios de la probabilidad subjetiva a través de estudios histdricos (Borovenik y
Kapadia, 2014; Paredes, 2018); y por otra, el uso de estos resultados como fundamento para
la intervencion en aula a través del disefio de tareas (Carranza, 2009; Kazak, 2015). A
diferencia de las rutas anteriores, este tipo de investigacion proporciona elementos
caracteristicos del contenido que precisan explorarse en entornos escolares a través de
investigaciones de disefio para crear marcos que brinden formas de desarrollo del
pensamiento bayesiano en el estudiantado.

De entre estas direcciones, la primera es la que ha sobresalido en la investigacion,
principalmente, por el estudio de los recursos semidticos —formato numérico y las
representaciones visuales— como estrategia en la resolucion de problemas bayesianos para
atender la falacia de la tasa base (Cui et al., 2023). Las dos restantes lineas estan en desarrollo
y, en particular, la tercera linea se elige como la ruta para transitar entre el planteamiento de
un modelo epistemologico (Paredes-Cancino y Montiel-Espinosa, en prensa) y su uso para
fundamentar la intervencion didactica —parte de lo que aqui se reporta—.

PROBLEMATICA

En el marco de la literatura sobre estadistica bayesiana, reconocemos dos fendmenos
didacticos: el primero, la aritmetizacion de la probabilidad subjetiva o bayesiana; y el
segundo, el predominio de la perspectiva clasica de la inferencia sobre el enfoque
bayesiano.

Referente a la primera problematica, diversos estudios, tanto en el contexto
internacional, como en el mexicano, proporcionan evidencia sobre la focalizacion en el
aprendizaje de técnicas y procedimientos sobre este contenido. Por ejemplo, Carranza (2014)
reporta en su estudio sobre libros de textos franceses que las tareas o problemas bayesianos
estan orientados a célculos. En el caso espanol, Lonjedo Vincent et al. (2012) destacan que
las tareas relacionadas con el teorema de Bayes son de naturaleza mecanicista, donde la
probabilidad a posteriori es calculada a partir de las tres probabilidades proporcionadas por
el problema, de modo que la asignacion subjetiva de la probabilidad es invalidada, asi como
la revision de la probabilidad a partir de nueva evidencia.

En México, el estudio de Paredes-Cancino y Montiel-Espinosa (en revision) da
cuenta, a partir del analisis de la actividad estocéstica de tareas en una muestra de libros de
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texto, que la probabilidad bayesiana como medida de incertidumbre se reduce al proceso
algoritmico de manipulacion de valores numéricos en la regla de Bayes para obtener el valor
numeérico de una probabilidad desconocida. Cabe senalar que el tipo de tareas identificadas
en los libros se corresponde con el tipo de problemas ampliamente usados en las
investigaciones psicologicas, de modo que, tanto en la investigacién como en la ensefianza,
las tareas de “evaluacion™ de probabilidad destacan sobre las tareas de “actualizacion'™ en
relacion con el razonamiento bayesiano (Lonjedo Vincent et al., 2012; Mandel, 2014).

Acerca de la segunda problemadtica, estudios como los de Barragués y Guisasola
(2006), Borovcnik (2021) y Carranza y Fuentealba (2010) reportan que la ensefianza de la
inferencia es sesgada al propiciar principalmente la inferencia clésica, aun siendo el enfoque
bayesiano mads intuitivo o cercano a las formas de razonamiento de las personas (Borovcenik,
2012; Chernoff, 2008; Devlin, 2014; Rossman, 2008). Otro aspecto, es la falta de trabajo
sobre el vinculo de la probabilidad con la inferencia (Borovenik, 2012; Vancso et al., 2021);
incluso en el contexto mexicano, el estudio de Inzunza Cazares y Rocha Ruiz (2021)
reconoce que se han incorporado las ideas fundamentales de estocéstico en los diversos
niveles educativos, sin embargo, en el bachillerato, identifican la ausencia de la inferencia,
la cual es una nocién ampliamente recomendada en el curriculo internacional y por los
educadores estadisticos.

Ante esta situacion, se considera relevante la puesta en marcha de investigaciones que
no solamente se preocupen en la identificacion de sesgos y falacias, o en el reconocimiento
de dificultades y errores de los alumnos en la resolucion de tareas, como esta sucediendo en
la investigacion sobre la estadistica bayesiana; sino también en el disefio de materiales o
dispositivos que favorezcan el desarrollo del pensamiento estocastico de los individuos en
relacion con la inferencia (véase Carranza, 2009; Estrella et al., 2023; Figueroa y Distéfano,
2023) y, en especifico, prestando especial atencion a la actualizacion de probabilidades, ya
que es un tipo de tarea poco explorada en el &mbito del razonamiento bayesiano.

Por ultimo, Bakker y Derry (2011) han sefialado que uno de los desafios de la
ensenanza y aprendizaje de estocastico es que su practica ha sido atomista. Por tanto, para
abonar al cambio de la ensefianza de estocastico de un enfoque centrado en los
procedimientos a uno mas holistico y orientado al desarrollo de la alfabetizacion,
razonamiento o pensamiento estadistico y/o probabilistico; en esta direccion, el objetivo del
articulo es presentar una propuesta de disefio fundamentada tedricamente en elementos
epistémicos sobre la inferencia bayesiana para el caso binomial.

INVESTIGACION DE DISENO: CONSTRUCCION DE UNA
TRAYECTORIA DE APRENDIZAIJE

La investigacion de disefio tiene como objetivo crear ecologias de aprendizaje para
desarrollar teorias de dominio especifico y explorar las formas de aprendizaje que estas
ecologias fomentan (Gravemeijer y Cobb, 2006). En este sentido, su propodsito es analizar el
aprendizaje en contexto, disefiando y probando sistematicamente estrategias o herramientas
de instruccion especificas que lleve al desarrollo de teorias fundadas empiricamente.
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Este tipo de investigacion se constituye de ciclos de tres fases: preparacion y diseio,
implementacion del disefio y andlisis retrospectivo. La primera etapa implica el disefio
instruccional vertebrado por la construccion de una trayectoria de aprendizaje; la segunda
etapa consiste en la puesta en escena del instrumento de investigacion; y la tercera etapa, el
analisis con base en los aspectos teéricos (Bakker y van Eerde, 2014).

En el presente articulo se reporta la primera etapa de una Investigacion de Diserio que
busca caracterizar la actividad estocastica del estudiantado de bachillerato sobre la inferencia
bayesiana. Asi, desarrollamos la correspondiente trayectoria de aprendizaje, como pieza
tedrica esencial en todo estudio de disefio, pues juega un rol especifico en cada una de las
fases. Esta puede considerarse como un proceso conjeturado sobre como podria evolucionar
el pensamiento del estudiantado ante tareas o problemas asociadas a una nocidn especifica.
La trayectoria tiene tres componentes: un proceso de aprendizaje, el objetivo de aprendizaje
y las tareas matematicas.

Para la generacion de la trayectoria, se sigue el modelo de construccion de
trayectorias de aprendizaje de Carcamo y Fuentealba (2023) (Figura 1). La definicion de esta,
su posterior implementacion y andlisis, constituyen un ciclo de la investigacion de disefio.

Figura 1

Modelo para la construccion de trayectorias de aprendizaje

aprendizaje concepto matematico

(e ———— |
i [ Eleccion del enf R d i
1| Eleccién del enfoque o . e 3 evision de

1 . . i Seleccion del objetivo Revision de estudios ) I
1 | tedrico que orienta la . materiales que 1
I . y del concepto relacionados con el . I
i trayectoria de P - consideren el 1
. matematico concepto matemdético \
1 1
1 1

Nota. Adaptado de Carcamo y Fuentealba (2023).

CONSIDERACIONES TEORICAS: UNA PERSPECTIVA DE PRACTICAS

Como referente principal que orienta tedricamente la trayectoria, se contempla una
perspectiva social con enfoque en practicas matematicas, a saber, la socioepistemologia.
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Las practicas matematicas desde la socioepistemologia

En la Matematica Educativa, la socioepistemologia es una perspectiva teorica que, desde un
paradigma social, cambid su foco de atencion a las practicas que producen o favorecen la
necesidad de los conceptos, al estudiar los procesos de construccion de conocimiento
matematico dentro y fuera de la escuela; pues reconoci6 desde sus inicios que “la matematica
escolar estd al servicio de otros dominios cientificos y practicas de referencia, de donde a su
vez adquiere sentido y significacion” (Cantoral y Farfan, 2003, p. 36).

Esta teoria retoma de las Ciencias Sociales y las Humanidades “el dominio
privilegiado de las practicas y la construccion de significados compartidos” (Cantoral et al.,
2015), de ahi que en un sentido amplio se puedan entender a las practicas como arreglos de
actividad humana (Schatzki, 2001) o como aquello que se hace y se dice organizado por
normas, conocimientos practicos y generales, y fines, proyectos, tareas y emociones
prescritos o aceptables (Schatzki, 2017). Para atender la particularidad de la matematica, la
socioepistemologia parti6 de estudiar e/ uso del conocimiento matematico en estas practicas
y de reconocer el rol que juega el contexto —el escenario y sus condiciones sociales y
culturales— en su organizacion.

Asi, la socioepistemologia declara su objeto de estudio como: la construccion social
del conocimiento matematico y su difusion institucional (Cantoral, 2020); y se ha ocupado
de modelar dicha construccion en diversos escenarios —historicos, culturales, profesionales,
escolares, etc.—. Producto de los resultados de investigacion y la evidencia empirica, se llegd
al desarrollo de un modelo de anidacion de prdacticas matematicas (Figura 2) que expresa las
dindmicas de las formas de pensar y actuar —practicas matematicas— que pone en juego el
sujeto en relacion con un saber matemdtico para atender a una tarea en un escenario
especifico.

Figura 2

Modelo de anidacion de prdcticas matemdticas desde la socioepistemologia

8

Nota. Adaptado de Cantoral (2020)
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El modelo tiene cinco categorias, dependiendo del escenario de investigacion y el
objeto de estudio son las capas que se consideran para analizar o explicar la organizacién
de la actividad matematica del sujeto de forma situada. Como categoria basica se
encuentran las acciones y como superior la prdctica social, pasando por tres niveles
intermedios de organizacion denominados actividad, practica socialmente compartida y
prdctica de referencia (Cantoral, 2020).

Las practicas estocasticas relativas a la inferencia bayesiana

La inferencia estadistica en términos generales puede considerarse como “un
resultado y un proceso razonado de creacion o prueba de generalizaciones probabilisticas a
partir de datos” (Makar y Rubin, 2009, p. 85). Para hacer frente a la investigacion sobre esta
nocion, se han configurado modelos tedricos para promoverla en el escenario escolar, incluso
en edades tempranas, y estudiar lo que estos marcos producen. Uno de los mas utilizados ha
sido la propuesta de estos autores sobre la inferencia estadistica informal; sin embargo, este
marco segun Borovenik (2019) se basa fuertemente en la perspectiva clésica o frecuencial de
la inferencia.

Dado nuestro interés en la inferencia de naturaleza bayesiana, se retoma el modelo
epistemologico (Figura 3) propuesto por Paredes-Cancino y Montiel-Espinosa (en prensa)
porque ofrece un modelo de la organizacion de la actividad estocastica que acompana la
resolucion de tareas bayesianas sobre estimacion de parametros desconocidos, lo que resulta
un referente sobre como poder gestionar esta forma de inferencia en el entorno escolar a
través de la actualizacion de probabilidades.

Figura 3

Modelo epistemologico basado en practicas sobre la inferencia bayesiana

PRACTICA SOCIALMENTE COMPARTIDA

Estimar el “valor verdadero” del parametro desconocido 8

ACTIVIDAD ACTIVIDAD ACTIVIDAD

Medir la incertidumbre sobre el pardmetro Actualizar la medida de la incertidumbre Identificar un patrén en el comportamiento
desconocido e interpretar la medida sobre el pardmetro e interpretar la medida de las medidas de probabilidad condicional

Establece una conjetura —distribucién a

priori- sobre el pardmetro desconocido 8 Compara dos medidas de probabilidad

Recolecta distintas muestras de datos P(a<6 < bip,q)

Construye un modelo binomial que se
ajuste a los datos (n =p + q)

Genera el modelo de distribucién de
probabilidad a posteriori Mide la probabilidad P(a < 6 < b|p, q)
para un intervalo especifico en distintas
Determina el drea bajo la curva del modelo muestras
a posteriori en un intervalo (a < 8 < b)

Analiza la serie de medidas de
probabilidad P(a < 8 < b|p, q)

Nota. Elaborado con base en Paredes-Cancino y Montiel-Espinosa (en prensa).
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En el contexto de la estimacion del parametro desconocido O—proporciéon o
probabilidad— en situaciones binomiales, el modelo de la Figura 3 devela las practicas
estocasticas implicadas y su organizacion, en el marco de la actividad estocastica que
promueven problemas de inferencia binomial bayesiana que hacen uso del teorema de
Bayes.

Finalmente, el modelo epistemologico a nivel instruccional tiene dos funciones: por
una parte, es un referente para el disefio de tareas y, por otro, es un marco para interpretar la
actividad estocéstica de estudiantes en tareas inferenciales de naturaleza bayesiana. En este
caso, se empleara en linea con su primera funcion.

DISENO INSTRUCCIONAL SOBRE LA INFERENCIA BINOMIAL
BAYESIANA

El disefio instruccional emerge como iniciativa para hacer frente a los fenomenos
didacticos de la aritmetizacion de la probabilidad subjetiva y la centracion en la perspectiva
frecuencial de la inferencia; con ello se apunta a la construccion de propuestas para el aula
que favorezcan formas de pensamiento propias del saber estocastico en juego, mas alld de
procedimientos y técnicas. Asimismo, comenzar a comprender la actividad estocastica de
estudiantes del bachillerato mexicano ante tareas bayesianas de inferencia para el caso
binomial.

Es importante resaltar que los disefios didacticos en términos de la investigacion de
disefio se consideran como instrumentos de investigacion (Watson y Ohtani, 2015), por tanto,
resulta esencial hacer explicito su fundamento. A continuacion, se detalla el disefio
instruccional en cuanto a los elementos de la trayectoria de aprendizaje.

Trayectoria de desarrollo de practicas

Lobato y Walters (2017) afirman que el fenomeno captado por la trayectoria de
aprendizaje es multidimensional y, principalmente, estd permeada por la perspectiva tedrica
que se adopte. Por este motivo, acorde con las consideraciones teoricas se ha denominado a
la trayectoria de aprendizaje como trayectoria de desarrollo de practicas. Se entenderd como
una organizacion intencionada de prdcticas matematicas que anteceden y acompafian la
construccion situada de conocimiento matematico y sus significados a partir del uso por parte
de los sujetos.

En este caso, la trayectoria de desarrollo de practicas se estructura y sustenta en el
modelo epistemologico basado en practicas sobre la inferencia binomial bayesiana (Figura
3). A partir de este y considerando primordialmente los niveles de la practica accion-
actividad, se ha definido un proceso de tres pasos que ilustra la posible organizacion de la
actividad estocéstica de estudiantes de bachillerato ante tareas de inferencia bayesiana
(Figura 4).
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Figura 4

Trayectoria de desarrollo de practicas relativa a la inferencia bayesiana

Establecer conjeturas, Analizar la tendencia,
tomar datos y medir la establecer una
incertidumbre generalizacion y tomar
una decision

Realizar muestreos,
medir incertidumbre e
interpretar la variacién

Nota. Elaboracion propia.

En el momento 1 se considera la siguiente hipotesis: el estudiantado establecera
modelos de probabilidad inicial referente al parametro desconocido 8 con base en sus
conocimientos; luego de establecer su conjetura y ante la necesidad de tener informacion
sobre el suceso, obtendra datos a partir de experimentacion fisica con el artefacto aleatorio;
por ultimo, teniendo en cuenta estas dos fuentes de informacidn, postulard un modelo de
probabilidad a posteriori sobre el parametro desconocido. A partir del modelo a posteriori
se espera emerjan afirmaciones con grados de incertidumbre sobre el suceso.

En el momento 2, la hipdtesis es que el estudiantado advierte la necesidad de nueva
informacion sobre el suceso y derivado de ello lleven a cabo muestreos donde el tamafio de
la muestra sea diferente; luego, actualice por cada muestra de datos el modelo de
probabilidad a posteriori considerando cada vez el modelo previo. Por ultimo, se espera que
sea consciente de la variacion presente en cada una de las muestras y esto se vea implicado
en sus afirmaciones sobre el nivel de confianza en relaciéon con la ocurrencia del suceso
desconocido.

En el momento 3, la hipotesis es que el estudiantado reconozca el patron de
comportamiento en el nivel de confianza establecido en todos los modelos (a priori y a
posteriori) a medida que aumenta el tamafo de la muestra; seguido establezca una
generalizacion probabilistica basada en ambas fuentes de informacién sobre el suceso de
interés haciendo explicito el grado de incertidumbre; finalmente tome una decision en el
contexto de la tarea considerando la estimacion —inferencia— realizada.
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Componentes del disefio didactico

Continuando con los elementos del disefio instruccional, el disefio didactico se
sustenta en cinco componentes (Figura 5) siguiendo la propuesta de entornos o ecologias de
aprendizaje para la educacion estadistica (Ben-Zvi et al., 2018). Es importante mencionar

que los elementos contemplados son parte del proceso de toma de decision en la investigacion
a proposito de las consideraciones tedricas y la literatura sobre la estadistica bayesiana.

Figura 5

Componentes del diserio diddctico
o, Idea Fundamental de Estocastico
Contexto

Z

Lo °® Herramienta tecnoldgica
(72)

|

(o

Representacion visual

Nota. Elaboracion propia

El primer componente es la centracion en una idea fundamental de estocdstico. Esto
apunta al desarrollo de ideas claves y su interrelaciéon mas alla de los procedimientos. Para
este caso, se retoma el modelo epistemoldgico basado en practicas sobre la inferencia
bayesiana (Paredes-Cancino y Montiel-Espinosa, en prensa), el cual muestra, por una parte,
la organizacion del hacer estocastico y, por otra, deja ver la movilizacion de nociones como
datos, distribucién y muestreo. En términos del disefio, el modelo tedrico es un referente para
sustentar la propuesta, asi como definir y elaborar las tareas que la componen.

El segundo componente es la integracion de un contexto. En este caso, el contexto no solo es
un factor indispensable dada la perspectiva teodrica, sino incluso porque se ha reportado en la
investigacion en educacion estadistica como una parte sustancial de la inferencia (véase
Pfannkuch, 2011). Desde el punto de vista de la propuesta, esto se refleja en la consideracion
de los juegos de azar como contexto situacional que enmarca cada una de las tareas del
disefio, y el trabajo con situaciones binomiales de pardmetro desconocido 6 como contexto
de la situacion especifica que delinea un tipo de actividad estocastica (Paredes-Cancino y
Montiel-Espinosa, 2023, en prensa).

El tercer componente es la inclusion de herramientas tecnologicas. Esto atiende a las
sugerencias de la comunidad de educadores estadisticos de integrar tecnologia (como
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calculadoras gréficas, software estadistico o applets) que permitan explorar y analizar datos.
En particular, se ha reportado fuertemente que uno de los potenciales de estas herramientas
es la posibilidad de la simulacion (Biehler, 2012; Ireland y Watson, 2009; Konold et al.,
2011). En materia del diseno, se refleja en el uso del software estadistico libre CODAP, que
permitira realizar simulaciones de muestras grandes debido a las limitaciones de llevarlo a
cabo mediante artefactos aleatorios fisicos. Asimismo, esto ayudard al desarrollo de nociones
como la variabilidad, la distribucion y la visualizacion de datos.

El cuarto componente es la consideracion del formato numérico de la informacion
estadistica. Investigaciones sobre la probabilidad subjetiva o bayesiana sugieren el manejo
del formato de frecuencia absoluta o frecuencias naturales en lugar de porcentaje y
probabilidades puesto que se asemeja mas a la forma en que se recopila informacion
(Gigerenzer y Hoffrage, 1995; Hoffrage et al., 2002; Lonjedo y Huerta, 2005). En este
sentido, en el disefio se promueve principalmente el formato de frecuencia absoluta y
frecuencia relativa.

El quinto componente y ultimo es el manejo de una representacion visual. El
elemento visual es mas accesible que el analitico en la comprension de conceptos
probabilisticos; ademas, la construccion de tablas y graficos son instrumentos de
trasnumeracion que apoyan y dan forma al andlisis de datos (Arteaga et al., 2011; Wild y
Pfannkuch, 1999). Por tanto, en las tareas se promueven representaciones a través de la
simulacion fisica y mediante tecnologia para la organizacion, descripcion y analisis de
datos.

Tareas del diseno didactico

El disefio didactico toma como referente la propuesta de Kazak (2015) y se estructura
en tres partes siguiendo la trayectoria de desarrollo de practicas (Figura 4). Esta tiene como
eje la actualizacion de la probabilidad, es decir, promover el caracter dindmico y secuencial
del teorema de Bayes, el cual permite relacionar la probabilidad con la inferencia e ir mas
alla del trabajo procedimental. Ademas, se contempla un acercamiento informal que parte de
promover razonamientos subyacentes a las ideas relacionadas con la inferencia bayesiana
sobre la base del conocimiento del estudiantado.

El objetivo de aprendizaje se definié considerando la literatura sobre el tema y este es que:
los estudiantes establezcan modelos de probabilidad a priori y transiten a modelos a
posteriori mediante observaciones del suceso, con la finalidad de realizar inferencias en
situaciones binomiales sobre el parametro desconocida 8 —proporcion o probabilidad— y
llevar a cabo toma de decisiones basadas en los datos sobre el juego de “Las fichas
coincidentes”.

La poblacion objetivo que pretende atender el disefio es el estudiantado de entre 16 y
18 afios que cursan la asignatura de estadistica y probabilidad en subsistemas de bachillerato
en México, puesto que la ensefianza del teorema de Bayes aparece en el curriculo de este
nivel (Secretaria de Educacion Publica, 2017), lo que lo convierte en un punto de partida para
explorar estas ideas.
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La tarea central del disefio estd contextualizada en un juego de azar que contempla
una situacién binomial de parametro desconocido, en este caso, la proporcion de fichas. El
juego plantea a los jugadores averiguar con qué artefacto aleatorio, de entre dos opciones
(Bolsas A o B), es conveniente participar en el juego de “Las fichas coincidentes” (Figura
6). El fin del juego es estimar la proporcion de fichas en los pares de bolsas (desconocido
para los jugadores) y con ello decidir sobre la equidad del juego.

Figura 6

Tarea principal del diserio didactico

Un juego en el stand de la feria es el juego de Las fichas coincidentes.
: Para este juego se tienen dos pares de bolsas y cada una contiene :
: cuatro fichas que pueden ser de color rojo y/o azul. :

Bolsas A Bolsas B

lelelala

: El juego de Las fichas coincidentes consiste en seleccionar un par de
: Bolsas (A o B) y extraer una ficha al azar de cada bolsa del par:
: seleccionado. Si ambas fichas son del mismo color el jugador gana; en :
: caso contrario, si son mezclados, la casa de juegos gana. Cabe :
édestacar que las fichas deben regresarse a su bolsa original después
: de cada ronda. :

Descifra si conviene participar en el juego con las Bolsas Ao B

Nota. Adaptado de Kazak

A continuacion, se presentan las seis tareas que componen el disefio didactico
“Decidiendo sobre el juego justo”. Como variable didactica se han considerado las siguientes
proporciones de fichas por bolsa: Bolsas A (3 fichas rojas / 1 ficha azul, 1 ficha roja/ 3 fichas
azules) y Bolsas B (3 fichas rojas / 1 ficha azul, 2 fichas rojas / 2 fichas azules).

Momento 1

El momento uno del disefio es de dos tareas y tiene estos objetivos: 1) establecer el grado de
incertidumbre sobre la equidad del juego en relacion con la proporcion desconocida de
fichas en las Bolsas A o B; 2) interpretar la medida de incertidumbre en cuanto al juego de
azar, es decir, el grado de credibilidad sobre si el juego es justo o injusto.

La tarea uno (Figura 7) tiene la intencion de que los estudiantes establezcan
asignaciones cualitativas de probabilidad subjetiva respecto del suceso de interés, en este
caso, la equidad del juego con las Bolsas A. En este aspecto, el inciso a) busca que se
establezca una conjetura y se expliciten los argumentos que la sustentan. El inciso b) pretende
que se vincule un nivel de credibilidad (grado de incertidumbre) a la conjetura hecha. Esto
conformaré el modelo de probabilidad inicial sobre el parametro desconocido.
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Figura 7

Tarea uno del primer momento del diserio

1. Formulando conjeturas
Considera en esta etapa, el par de Bolsas A:
a) ¢Piensas que el juego con las Bolsas A es justo?, ¢ por qué?

b) En la siguiente escala, marca con una X el punto que mejor representa qué
tan seguro estas de que el juego es justo.

| | | | ]
| I I I 1

Nada Poco Mas o menos Muy Totalmente
seguro seguro seguro seguro seguro

Nota. Elaboracion propia

La tarea dos (Figura 8) tiene como proposito obtener datos mediante la

experimentacion fisica con el artefacto aleatorio (bolsas con fichas) y establecer un nuevo
modelo sobre el suceso de interés (a posteriori). El inciso a) incentiva la experimentacion
para obtener resultados sobre el juego; el numero de rondas decidido por el jugador define
una muestra. La pregunta b) propone el establecimiento de registros de organizacion de la
informacion. En el caso de c), propone postular un nuevo nivel de seguridad sobre la equidad
del juego —modelo a posteriori— contemplando tanto el modelo inicial como la evidencia
recolectada. Ademas, se espera que parte de esta informacion sea el argumento que sustenta

su nivel de credibilidad (inciso d).

Figura 8

Tarea dos del primer momento del diserio

2. Usando datos y sacando conclusiones

a) Decide cuantas rondas del juego quieres llevar a cabo, menor a 10 (ten en
cuenta que la extraccion de un par de fichas define una ronda del juego).

Lleva a cabo una experiencia con el numero de rondas decidido. Establece
un registro de los resultados y determina el numero de veces que resulté
“mismo color” y “mezclado”.

c) Después de esta experiencia de juego (extraer una ficha de cada bolsa un
numero determinado de veces), marca con una X el punto en la escala que
mejor representa qué tan seguro estas de que el juego es justo:

b

-

Nada Poco Més o menos Muy Totalmente
seguro seguro seguro sequro seguro

d) ;A qué se debe la ubicacion del punto en esa parte de la escala?

e) Si de nueva cuenta desarrollaras el juego con el mismo numero de rondas
anterior, ¢,a qué conclusion llegarias sobre si el juego con el par de Bolsas A
es justo?, ;por qué?

f) Desarrolla de nuevo el proceso de 2b) y 2c) y establece tus conclusiones.

Nada Poco Mas o menos Muy Totalmente
seguro seguro seguro seguro saguro

g) ¢Qué te daria mayor certeza para tomar la decision de si el juego con el par
de Bolsas A es justo/injusto?

Nota. Elaboracion propia.
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Las preguntas restantes (e-g) buscan generar un nuevo ciclo de toma de datos y
postulacion de un modelo de probabilidad a posteriori. En particular, se espera que se
comience a hacer consciencia de la variabilidad de los resultados aun considerando el mismo
nimero de rondas y su implicacion en el nivel de credibilidad sobre la equidad del juego.
Finalmente, incentivar a la toma de mas datos que generen muestras de tamafio mayor (inciso

g)
Momento 2

El segundo momento del disefio estd asociado con el paso dos de la trayectoria. Se
conforma de dos tareas y tiene los siguientes objetivos: 1) establecer nuevos grados de
incertidumbre sobre la equidad del juego considerando diferentes muestras de datos
(resultados sobre fichas del mismo color o mezclado, o el numero de ganes o pierdes); 2)
interpretar la medida de incertidumbre en relacion con la progresion de muestreo y la
variabilidad.

La tarea tres (Figura 9) pretende analizar muestras de datos de diferentes tamafios
generadas mediante simulacion a través de tecnologia. En este panorama, el inciso a) busca
que mediante el empleo del software CODAP a través del plugin ya configurado, se decida
un tamafio de muestra para diferentes experiencias del juego con las Bolsas A y se lleve a
cabo la simulacion. En la tabla del inciso b), los resultados deben ser registrados y después
del analisis de datos, es necesario definir un nivel de credibilidad personal sobre la equidad
del juego con base en los modelos previos y la nueva evidencia.

Figura 9

Tarea tres del segundo momento del diserio

3. Analizando casos

a) Con apoyo del software CODAP simula el juego con el par de Bolsas A. Lleva
a cabo cuatro diferentes experiencias con el siguiente nimero de rondas:
= Experiencia 1: realizar el juego entre 45 y 90 rondas.
= Experiencia 2: realizar el juego entre 450 y 900 rondas.
= Experiencia 3: realizar el juego entre 4500 y 9000 rondas.

Experiencia 4: realizar el juego entre 45000 y 90000 rondas. 0058 Shmptar

Mode! [Mieammeal Opcianeail/Azercs

b) Para cada una de las experiencias llena la siguiente tabla: -
COMENZAR e El mas répido

N N° de veces N° de veces i i
P Seleccionar [iF items
Exnotoncia Ndclicadas “mismo color” “mezclado”™ Resultados
Recolectar [1 muestras
¢Qué tan seguro estas de que el juego con el par de Bolsas A es
1 justolinjusto?
I 1 1 1 1
r T T T 1
£Qué tan seguro estas de que el juego con el par de Bolsas A es
2 justolinjusto?
I 1 1 1 ]
I T T T 1
&Qué tan seguro estas de que el juego con el par de Bolsas A es BORRAR DATOS
3 justolinjusto?
N . \ \ , 4
I T T T 1
¢Qué tan seguro estas de que el juego con el par de Bolsas A es
4 justolinjusto?
I 1 1 1 ]
r T T T 1

Nota. Elaboracion propia.
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La tarea cuatro (Figura 10) pretende analizar todos los modelos sobre la equidad del
juego con las Bolsas A y estimar la proporcion de las fichas en este par de bolsas. Por ello,
las preguntas a) y b) pretenden recuperar la decision final sobre la apreciacion personal del
juego justo y su nivel de credibilidad (grado de incertidumbre). Las consignas ¢) y d) intentan
hacer explicito el cambio del nivel de seguridad como efecto de la variabilidad de los datos
segun el tamafio de la muestra y el modelo previo establecido.

Figura 10

Tarea cuatro del segundo momento del disernio

4. Contrastando las experiencias del juego

a) Considerando tu opinidn inicial y las diferentes experiencias desarrolladas,
¢ piensas que el juego con el par de Bolsas A es justo?, ¢ por qué?

b) ¢Qué tan seguro estas hasta este momento de que el juego con las Bolsas
Aes justo?, ¢ por qué?

¢) ¢ Tu decisidon y confianza en la equidad del juego, se mantuvo a lo largo de
las diferentes experiencias en comparacion con lo establecido al inicio del
juego (inciso 1b)?, ¢ por qué?

d) ¢Con base en qué decidiste si el juego con las Bolsas A es justo?

e) Si en cada bolsa hay cuatro fichas, ¢,cudl consideras que es la composicion
de fichas por color en cada bolsa?

f) ¢Habrias dicho esta misma composicion de fichas si solo hubieras conocido
los resultados de las experiencias iniciales (2b y 2f)? Explica para cada caso.

Nota. Elaboracion propia.

El inciso e) pide la estimacion de la proporcion de fichas en las Bolsas A a partir del
patréon de comportamiento identificado; es importante considerar que la equidad del juego
debe estar asociado con un espacio muestral equiprobable. Por ultimo, el inciso f) pretende
reconocer la relatividad de las asignaciones subjetivas sobre la probabilidad de que el juego
con las Bolsas A sea justo en dependencia de la cantidad de informacion que se conoce sobre
el suceso.

Momento 3

El momento tres del disefio es de dos tareas y tiene estos objetivos: 1) estimar con un
grado de incertidumbre la “verdadera proporcion del par de Bolsas A o B” mediante la
generalizacion de la tendencia de los grados de credibilidad; 2) tomar una decision basada
en la probabilidad sobre la base de la equidad del juego para seleccionar aquel en el que
conviene jugar.

La tarea cinco (Figura 11) pretende que se estime con cierto grado de incertidumbre
la proporcion de las fichas en las Bolsas B. De nueva cuenta, a través del inciso a) se cuestiona
sobre un modelo inicial sobre la probabilidad de que el juego con las Bolsas B sea justo.
Posteriormente, la pregunta b) incentiva a averiguar la proporcion posible de las bolsas
usando la simulacion fisica o mediante tecnologia; se espera que el tamafio de la muestra
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juegue un papel fundamental en la indagacion de la proporcion de fichas y a partir de estas
se establezca la generalizacion. Finalmente, la consigna c) solicita explicitar el nivel de
seguridad asociado a la conjetura sobre la equidad del juego con el par de Bolsas B.

Figura 11
Tarea cinco del tercer momento del diserio

5. Cambiemos de bolsas
Ahora considera el par de Bolsas B:

a) ¢Piensas que el juego con este par de bolsas es justo?, ¢ por qué?, ;qué tan
seguro estas de que el juego es justo?

Nada Poco Mas o menos Muy Totalmente
seguro seguro seguro seguro sequro

b) Averigua cual es la posible composicion de las fichas en el par de Bolsas B
(no puede mirar el contenido) y describe lo que hiciste. Puedes apoyarte de
las bolsas fisicas o mediante el software CODAP. ;Cual es la posible
composicion de fichas en las bolsas?

c) Seguramente realizaste diferentes experiencias y muchas rondas. Teniendo
en cuenta lo sefalado en los incisos anteriores, ;qué tanto confias en la
composicidon conjeturada?, ;qué tan seguro estas de que el juego con el par
de Bolsas B es justo?

Nada Poco Mas o menos Muy Totalmente
seguro seguro seguro seguro seguro

Nota. Elaboracion propia.

La tarea seis (Figura 12) tiene como intencion contrastar las proporciones estimadas
de los pares de Bolsas A y B (o lo que es equivalente, la conjetura sobre la equidad) y decidir
la opcion conveniente al jugador para participar en el juego de Las fichas coincidentes. Por
tanto, la pregunta a) se dirige a la comparacion de la conclusion a la que se lleg6 en cada
situacion. En el caso de la consigna b) se busca la toma de una decision sobre el par de bolsas
“mas conveniente” en funcion del nivel de seguridad asignado a la equidad del juego. El
inciso ¢) invita a reflexionar sobre las condiciones que debe tener el modelo, es decir, la
proporcion de fichas en las bolsas para que un juego sea justo.
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Figura 12

Tarea seis del tercer momento del diserio

6. Tomando una decisioén sobre el juego

a) ;A qué conclusion llegaste sobre la equidad del juego usando el par de
Bolsas A o B?, ¢ por qué?

b) Entonces, ¢con cudl par de bolsas consideras que es mas conveniente
participar en el juego?, ¢a qué se debe tu decisién?

c) ¢Cbémo podria hacerse para que este tipo de juego sea justo siempre?
Nota. Elaboracion propia.

Al cierre del disefio, se sugiere hacer visible la composicion de fichas de ambos pares
de bolsas para que los estudiantes constaten las proporciones originales y comparen con sus
estimaciones finales.

REFLEXIONES FINALES

Seglin Carcamo y Fuentealba (2023), casi todas las trayectorias de aprendizaje se
fundamentan en enfoques cognitivos, por lo que, con el presente articulo buscamos aportar
con la construcciéon de una trayectoria basada en un enfoque distinto, en especifico,
contemplando una perspectiva sociocultural basada en practicas estocasticas.

En cuanto al disefio didactico, este busca contribuir en la elaboracién de tareas
denominadas por Ainley y Pratt (2001) como “tareas orientadas a conceptos”, es decir, tareas
que favorezcan el andlisis de los procesos estadisticos, el papel de la probabilidad como
herramienta para la estadistica y el contexto de los datos como referente para el desarrollo de
significado. A su vez, a través de la actividad estocéstica que intenciona el disefio, subyace
el significado de la probabilidad subjetiva o bayesiana como grado de creencia a través de la
asignacion personal de probabilidad (Batanero, 2005; Rivadulla, 1995) lo que, sostenemos,
apoya a ampliar y enriquecer el significado de la probabilidad solo como algoritmo de calculo
(Carranza, 2014; Lonjedo Vincent et al., 2012).

Otras potencialidades del disefio son que incorpora algunos indicadores de diversos
marcos estandares para enseiar la educacion estocastica. Por ejemplo, en materia de
alfabetizacion estadistica y probabilistica (Gal, 2002, 2005) se identifican algunos
componentes como: “conocimiento estadistico” con ideas relativas a graficos, tablas y su
interpretacion; “grandes ideas” con la consideracion de nociones como variacion y
prediccion/incertidumbre; y “lenguaje” a través de la argumentacion y la asignacion de
probabilidades.

Asimismo, desde el punto de las ideas fundamentales (Burrill y Biehler, 2011), las
nociones de datos, distribucion, variacion, muestreo y probabilidad son tomadas en cuenta
para favorecer razonamientos asociados a la inferencia bayesiana para el caso binomial. Por
ultimo, el uso de tecnologia y la simulacion es otro componente que podemos apreciar
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compatible con los sefialamientos de la investigacion y curriculos (NCTM, 2000; Bargagliotti
et al., 2020).

En suma, el disefio didactico valoramos que apunta al desarrollo de la alfabetizacion,
tanto estadistica como probabilistica en el estudiantado al incorporar indicadores de estos
constructos (interpretacion y construccion de graficos estadisticos y tablas, andlisis de la
variabilidad, lenguaje probabilistico, etc.); por ende, contribuye a potenciar el pensamiento
critico en la ciudadania como un componente esencial de esta area. Adicionalmente, el disefio
resulta un referente sobre como favorecer las ideas bayesianas en el entorno escolar,
poniendo énfasis en la actualizacion de probabilidades, tipo de enfoque poco explorado para
estudiar el razonamiento bayesiano.

Finalmente, propiciar la interpretacion bayesiana de la inferencia permitird
desarrollar una forma de pensamiento mas integral y horizontal de las dos perspectivas que
integran dicha nocidn, de modo que las personas podran discernir en su actividad diaria sobre
la mejor forma de enfrentar una situacion de incertidumbre y construir significados mas
robustos.

Si bien hay una intencion de analizar la implementacion con el marco tedrico de la
socioepistemologia, no perdemos de vista los elementos de la educacion estocéstica inmersos
en el disefio y que resultan importantes para la reflexion. En este sentido, la implementacion
y el andlisis permitirdn ampliar el modelo epistemologico basado en practicas y con ello ir
delimitando una teoria de dominio especifico sobre la organizacion de la actividad estocastica
relativa a la inferencia bayesiana para el caso binomial en estudiantes de bachillerato.
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